Einfiihrung in die Algebra — Ubungsblatt 11

Prof. Dr. Catharina Stroppel, Dr. Martin Palmer-Anghel (Assistent) / Wintersemester 17/18

[Abgabe: 11. Januar 2018, vor der Vorlesung, 10:00 — 10:15]

Sie konnen sich aus den sieben Aufgaben vier aussuchen (Aufgabe 5 ist aber eine Voraussetzung
fiir Aufgabe 6) und diese bearbeiten. Sie bekommen dann eine Punktzahl von zwanzig, wie iiblich.
Wenn Sie mehr als vier Aufgaben bearbeiten, und Sie a; Punkte fiir Aufgabe ¢ bekommen haben,
ist Thre Punktzahl max{a, ) + ay(2) + to(3) + ao) | 0 € &7}

Aufgabe 1. (5 Punkte =5-1)
Wahr oder falsch? Begriinden Sie Thre Antwort.
(a) Seien Q(v/2) = LJK = Q(v/2) und f: K — K ein Ringisomorphismus. Dann gibt es einen
Ringisomorphismus f: L — L, so dass f|x = f.
(b) Das Polynom t* — 4¢3 + 8t? — 8t + 4 € R[¢] ist irreduzibel.
(c) Fiir eine endliche Teilmenge S eines Korpers K gibt es ein Polynom f(t) € K[t] mit keinen
Nullstellen in S. -
(d) Der algebraische Abschluss F,, von F,,, wobei n = p” fiir eine Primzahl p, ist unendlich.
(e) Ein endlicher Integritétsbereich ist ein Korper.

Aufgabe 2. (5 Punkte =2+2+1)
Seien K J/Q eine algebraische Korpererweiterung und f: K — K ein Ringhomomorphismus.

(a) Seiena € K und S, C K die Menge aller Nullstellen in K des Minimalpolynoms m,(t) € Q[t].
Zeigen Sie, dass f(S,) C S,.

(b) Folgern Sie, dass wir tatsichlich f(S,) = S, haben.

(c¢) Folgern Sie schliefllich, dass f ein Ringisomorphismus ist.

Aufgabe 3. (5 Punkte =1+1+1+2)

Seien R ein kommutativer Ring, und f(t) = ant™ + - -+ + a1t + ap € R[t] ein Polynom. Die formale
Ableitung von f(t) ist f'(t) =n-at" P+ (n—1)-ap_1t"" 2+ +2-ast +a;.

Seien jetzt v, s € R und f(t),g(t) € R[t]. Zeigen Sie:

(a) (r f+5-9)(t) =7 (1) +5 - g'(H)
(b) (f9)(6) = £'(t) - 9(8) + F(8)- (1),
(c) Sei f(t) =t +agt®+---+ag € Fy[t] ein irreduzibles Polynom und sei K ein Zerfillungskérper
von f(t) iiber Fg. Zeigen Sie, dass (mindestens) eine von den folgenden Aussagen wahr ist:
(1) f(t) hat genau 9 Nullstellen in K; (2) f'(¢) hat genau 9 Nullstellen in Fy.
(d) Finden Sie doppelte Nullstellen fiir die folgenden Polynomen in Fylt].
(1) 5+ —t2 -3 -2+t
(ii) 2 +t0+t* 4+ 263 + ¢

Aufgabe 4. (5 Punkte =2+2+1)
Seien K ein endlicher Korper und a,b € K* = K ~ {0}.

(a) Wie viele Elemente z € K* gibt es, so dass z = az? fiir z € K?
(b) Zeigen Sie, dass es z,y € K mit 1+ ax? + by? = 0 gibt.
(c) Wenn |K| gerade ist, gilt sogar, dass es € K mit 1 + ax? = 0 gibt.



Aufgabe 5. (5 Punkte =3+ 2)

(a) Seien G eine abelsche Gruppe der Ordnung p™ und g € G ein Element der maximalen
Ordnung, d.h. fiir jedes Element h € G gilt |h| < |g|. Vorausgesetzt, dass G nicht gleich (g)
ist, finden Sie eine Untergruppe H < G der Ordnung p mit H N (g) = {0}.

(b) Sei G eine abelsche Gruppe der Ordnung p™. Zeigen Sie, dass G zu einem direkten Produkt
von mehreren zyklischen Gruppen isomorph ist.
Hinweis: benutzen Sie Induktion nach n und die kanonische Abbildung can: G — G/H.

Aufgabe 6. (5 Punkte =1+2+2)

(a) Mithilfe der Aufgabe 5 und einer Aussage aus der Vorlesung, folgern Sie:
Satz. Jede endliche abelsche Gruppe ist zu einem direkten Produkt von zyklischen Gruppen
isomorph.

(b) Seien pi,pa,...,pn beliebige Primzahlen und N = pyps---p,. Zeigen Sie, dass es bis auf
Isomorphie héchstens n™ endliche abelsche Gruppen der Ordnung N gibt.

(c¢) Sei G eine Gruppe der Ordnung 48 mit genau 12 Elemente der Ordnung 4. Bestimmen Sie
G bis auf Isomorphie.

Aufgabe 7. (5 Punkte =2+2+1)

Seien p eine Primzahl und K; = F,,. Fiir n > 1 wahlen wir jetzt rekursiv eine Korpererweiterung
Kyi1 /Ky, mit p™+D' Elementen, also K,, 2 F . fiir jedes n. Wir setzen Fpee = (J02 | K.

(a) Definieren Sie eine Addition und eine Multiplikation auf Fpe, die mit den Operationen auf
jeden Unterkorper K, iibereinstimmen, und zeigen Sie, dass Fp~ auf diese Weise zu einem
Korper wird.

(b) Zeigen Sie, dass F, algebraisch abgeschlossen ist.

(c) Zeigen Sie, dass die Kérpererweiterung F,e /F, algebraisch ist.



