Einfiihrung in die Algebra — Anwesenheitszettel 1

Prof. Dr. Catharina Stroppel, Dr. Martin Palmer-Anghel (Assistent) / Wintersemester 17/18

Aufgabe 1. (Untergruppen)

(a) Gelten fiir Untergruppen Uy, Us < G stets die folgenden Aussagen?
(1) Ui~NU; <G
(11) UinU; <G
(b) Versuchen Sie, eine prignante, zu (ii) dquivalente Aussage zu finden.
(c¢) Gibt es echte Untergruppen Uy, Us < G mit G = Uy U Usy?
(d) Sei G eine unendliche Gruppe. Zeigen Sie, dass es mindestens eine echte, nicht-triviale
Untergruppe H < G gibt.
*(e) Es gilt sogar, dass es unendlich viele solche Untergruppen H gibt.

Aufgabe 2. (Erzeugendensysteme)

(a) Hat jede Gruppe ein Erzeugendensystem?
(b) Bestimmen Sie alle 1-elementigen Erzeugendensysteme von (Z, +).
(c¢) Bestimmen Sie alle n-elementigen Erzeugendensysteme von (Z, +), die nicht verkleinert wer-
den kénnen (d.h. so dass keine (n — 1)-elementige Teilmenge ein Erzeugendensystem ist).
*(d) Beschreiben Sie ein Erzeugendensystem fiir die Gruppe (Q,+). Ist diese Gruppe endlich
erzeugt?

Aufgabe 3. (Die Quadratgruppe und die Vorzeichen-Permutation-Gruppen)

(a) Die Quadratgruppe D4 besteht aus alle Isometrien eines Quadrats. Was ist die Ordnung |Dy|
dieser Gruppe? Beschreiben Sie ein Erzeugendensystem flir Dy.
Hinweis: Betrachten Sie zuerst die Untergruppe aller orientierungserhaltenden Isometrien
des Quadrats.

(b) Bestimmen Sie das Zentrum Z(Dy) von D4. Wie viele Untergruppen hat Dy?

(¢) Beschreiben Sie ein Erzeugendensystem fiir die Gruppe W B,, aller Vorzeichen-Permutationen
der Menge {£1,...,£n}.

*(d) Das Quadrat hat zwei Diagonalen, die durch eine Isometrie entweder getauscht werden oder
auf sich selbst abgebildet werden. Betrachten Sie genauer was mit diesen Diagonalen passiert,
wenn eine [sometrie angewandt wird, definieren Sie dadurch einen Gruppenhomomorphismus
D4y — W Bs, und zeigen Sie, das dies ein Isomorphismus ist.

Aufgabe 4. (Gruppenhomomorphismen und Gruppenisomorphismen)

(a) Bestimmen Sie alle Gruppenhomomorphismen zwischen folgenden Gruppen (jeweils mit der
offensichtlichen Gruppenoperation):

{4 'z 7/22z 7/5Z Q R {zeC]||z|=1}

(b) Sei G eine Gruppe mit der Eigenschaft, dass (g) endlich ist fiir jedes Element g € G. Wie
viele Gruppenhomomorphismen G — 7Z gibt es?

(¢) Kann es einen Gruppenisomorphismus zwischen der additiven Gruppe (Q,+) und der mul-
tiplikativen Gruppe (Qso,-) geben?
Hinweis: betrachten Sie die Quadratwurzel von 2. ..

*Wenn ein Teil einer Aufgabe mit dem Symbol x etikettiert wird, zeigt dies, dass er etwas anspruchsvoller sein sollte.



Aufgabe 5. (Torsionsmengen und Torsionsgruppen)

Sei G eine beliebige Gruppe. Wir definieren eine Teilmenge von G:
Tor(G) = {g € G | (g) ist endlich} C G.

(a) Jetzt sei G abelsch. Zeigen Sie, dass Tor(G) eine Untergruppe von G ist.
*(b) Sei Sz die Symmetriegruppe von Z, und sei D, < Sz die Untergruppe von allen Bijektionen
f:Z — Zsodass |f(n+1)— f(n)| =1 gilt fiir jede n € Z. Zeigen Sie, dass Tor(Dy,) keine
Untergruppe von D ist.

Aufgabe 6. Sei G = {g1,92,...,9n} eine endliche abelsche Gruppe so dass g? # e gilt fiir jedes
e # g € G. Zeigen Sie die Gleichung g1g2--- g, = €.
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[Abgabe: 19. Oktober 2017, vor der Vorlesung, 10:00 — 10:15]

Aufgabe 1. (4 Punkte)

(a) Es seien K ein Korper und n > 1. Zeigen Sie, dass die Gruppe GL(n, K) nicht abelsch ist.
Hinweis: Betrachten Sie zuerst den Fall n = 2.
(b) Berechnen Sie das Zentrum Z(GL(n, K)) von GL(n, K).

Aufgabe 2. (5 Punkte)
Zeigen Sie:

(a) Jede endlich erzeugte Untergruppe von (Q, +) ist zyklisch.

(b) Die Funktion f: (Q,+) — (C*,-) definiert durch f(z) = €27 ist ein Gruppenhomomor-
phismus. Was sind der Kern und das Bild von f?

(¢) Fiir jedes g € im(f) < C* ist (g) endlich.

Aufgabe 3. (3 Punkte)
Zeigen Sie, dass Aut(S3) isomorph zu Ss ist.

Aufgabe 4. (4 Punkte)
Die Diedergruppe D,, besteht aus alle Isometrien eines regelméfligen Polygons mit n Kanten.

(a) Aus wie vielen Elementen besteht D,,? Ist diese Gruppe abelsch?

(b) Definieren Sie einen Gruppenhomomorphismus g: D,, — Z/2Z.
Hinweis: Benutzen Sie das Konzept der Orientierung.

(c) Wasist der Kern von g? Definieren Sie einen weiteren Gruppenhomomorphismus s: Z /27 —
D, so dass g o s = idz/o7 gilt.

Bonusaufgabe 5. (4 Bonuspunkte)
Die Oktaedergruppe Okt besteht aus alle Isometrien eines regelméfligen Oktaeders.

*(a) Definieren Sie Gruppenhomomorphismen h: Okt — Z/27Z und t: Z/27Z — Okt so dass
hot =idz/yz gilt. Bestimmen Sie das Bild und den Kern von h. Wir nennen den Kern Okt ™.
*(b) Bezeichnen wir nun die Flichen des Oktaeders mit den Buchstaben {a,b,c,d} so, dass
gegeniiberliegende Fliachen denselben Buchstaben bekommen. Konstruieren Sie einen sur-
jektiven Gruppenhomomorphismus k: Okt™ — Stab,e,d}
(c¢) Bestimmen Sie (durch ein geometrisches Argument) die Anzahl der Elemente der Gruppen
Okt und Okt ™.
(d) Folgern Sie, dass k ein Isomorphismus ist.

NB: Wenn ein Teil einer Aufgabe mit dem Symbol x versehen wird, zeigt dies, dass dieser Teil
etwas anspruchsvoller sein sollte.
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Aufgabe 1. (5 Punkte)

Fiir die folgenden Paare (G, H) von Gruppen und Untergruppen, bestimmen Sie, ob H ein Nor-
malteiler von G ist oder nicht. Falls H ein Normalteiler ist, geben Sie eine bekannte Gruppe G’
an, so dass G/H = G’ ist (begriinden Sie ihre Antwort).

(a) {e} < G (fiir beliebiges G)
(b) G=(Q,+) und H=2Z<Q
Hinweis: denken Sie an einer Aufgabe des vorherigen Ubungsblatts.
(¢c) G=(C,+)und H=R < C
Hinweis: definieren Sie einen Gruppenhomomorphismus C — R durch x + iy — y.
(d) G=(C*,)und H=R* < C*
Hinweis: definieren Sie einen Gruppenhomomorphismus C* — St = {et | t € [0,27)} durch
reit s o2t
SO(2) < SO(3) (die Untergruppe aller Rotationen von R3, die die z-Achse fix lisst)
0(2) < GL(2,R)
SO(n) < O(n)
Sn < W B, wobei W B,, die Gruppe aller Vorzeichen-Permutationen der Menge {£1,...,+n}
ist, und ein Element g € W B,, genau dann zu S,, gehort, wenn es kein Vorzeichen éndert.
(i) GL(2,R) < GL(2,C)

(e)
(f)
)
)

(g
(h

Aufgabe 2. (3 Punkte)

(a) Sei G und H zwei Gruppen, und G x H das Produkt der Mengen G und H. Definieren Sie
eine Struktur einer Gruppe auf G x H und zeigen Sie, dass dies wohldefiniert ist.

(b) Zur Erinnerung: Dg ist die Gruppe aller Isometrien eines RegelméBigen Hexagons. Konstru-
ieren Sie eine Untergruppe G < Dg, so dass G isomorph zu S3 ist. Ist Dg isomorph zum
Produkt Ss x Z /277

(c) Sei G eine endliche Gruppe, H < G, so dass |G| = 2.|H|. Zeigen Sie, dass H < G.

Aufgabe 3. (4 Punkte)

Fiir n eine positive natiirliche Zahl sei ¢(n) die Anzahl der natiirlichen Zahlen m im Intervall
1 < m < n, die zu n teilerfremd sind. Dies definiert die Eulerische @-Funktion ¢: N~ {0} — N.

(a) Sei G eine zyklische Gruppe der Ordnung n. Zeigen Sie, dass es genau o(n) verschiedene
Elemente g € G gibt mit {g) = G.

(b) Wann gibt es ein Element g so dass |(g)| = 3|G| gilt?

(c) Zeigen Sie: Fiir p eine Primzahl und £ > 1 gilt ¢(p’) = p*~(p — 1).
Hinweis: Betrachten Sie zuerst den Fall { = 1.

(d) Ferner, falls n und m teilerfremd sind, so gilt ¢(n)p(m) = p(nm).



Aufgabe 4. (4 Punkte)

(a) Sei S,11 die Gruppe aller Permutationen der Menge {1,...,n + 1} und sei S,, < Sp41 die
Untergruppe aller Permutationen, die das Element n+ 1 auf sich selbst abbilden. Zeigen Sie,
dass die Regel

(glsnag2sn) — ngZSn . Sn+1/sn X SnJrl/Sn — SnJrl/Sn

nicht wohldefiniert ist. Folgern Sie, dass S,, kein Normalteiler von S, 11 ist. (Dies kénnen
Sie auch direkt beweisen.)

(b) Sei p: G — H ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Kern K. Zeigen Sie, dass die
Abbildung von Mengen

{U | U < G Untergruppe mit K CU} — {W | W < H Untergruppe}

durch U — ¢(U) wohldefiniert und bijektiv ist. Kann man “Untergruppe” durch “Normal-
teiler” ersetzen?

(c) Bestimmen Sie alle Untergruppen U von G = Z/127Z. Welche sind Normalteiler? Wie sieht
jeweils G/U aus?

Bonusaufgabe 5. (4 Bonuspunkte)
(a) Der Kommutator [G,G] einer Gruppe G ist die Untergruppe aller Elemente der Form

g1higy 'hytgohogy thyt gnhngy byt

fir g1,...,9n,h1,...,hy € Gund n > 1. Zeigen Sie, dass dies ein Normalteiler von G ist.
(b) Eine perfekte Gruppe G ist eine, fir die G = [G, G] gilt. Sei P < G eine perfekte Untergruppe
von G. Zeigen Sie, dass P in [G, G] enthalt ist.
*(c) Zeigen Sie, dass es fiir jede gegebene Gruppe G eine grifite perfekte Untergruppe gibt, dass
heiflt, eine perfekte Untergruppe Perf(G) < G, so dass jede perfekte Untergruppe P < G in
Perf(G) enthilt ist.
Hinweis: seien Py und Py perfekte Untergruppen von G. Dann miissen Sie zeigen, dass es
eine weitere perfekte Untergruppe Ps von G gibt, die sowohl Py als auch Py enthdlt.
Zeigen Sie, dass Perf(G) ein Normalteiler von G ist.
Folgern Sie, dass G/Perf(G) immer eine wohldefinierte Gruppe ist.
Zeigen Sie:
(i) Die Quotientengruppe G/Perf(G) is trivial, genau dann, wenn G perfekt ist.
*(ii) Die Quotientengruppe G/Perf(G) is abelsch, genau dann, wenn [G, G] perfekt ist.

—_~
— @
NN N

NB: Wenn ein Teil einer Aufgabe mit dem Symbol x versehen wird, zeigt dies, dass dieser Teil
etwas anspruchsvoller sein sollte.
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Aufgabe 1. (7 Punkte)
Fiir eine Primzahl p und n € N sei v,(n) die gréfite ganze Zahl k > 0 so dass p* | n.

(a) Beweisen Sie die Legendre-Formel, d.h. v,(n!) = >"7° [n/p’].
Hier ist | | die Abrundungsfunktion: fir z € R ist |z] = max{k € Z | k < z}.
Erkldren Sie zuerst, warum diese Summe fir eine gegebene n tatsdchlich endlich ist.
(b) Benutzen Sie diese Formel um Folgendes zu beweisen: wenn p { m, dann ist

A7)

Der Rest dieser Aufgabe ist ein Beweis vom dritten Teil des Satzes von Sylow. Sei G eine endliche
Gruppe, |G| = p"m wobei p eine Primzahl ist, und p { m. Sei H eine p-Untergruppe von G und
S € Syl (G).

(¢) Wenn H < N¢g(S), beweisen Sie, dass HS/S eine wohldefinierte p-Gruppe ist.
Hinweis: benutzen Sie einen der Isomorphiesdtze.

(d) Folgern Sie, dass dies tatséchlich die triviale Gruppe ist, und deshalb ist H < S.

(e) Die p-Sylowuntergruppe S operiert auf Syl,(G) durch Konjugation. Zeigen Sie, dass es genau
einen Fixpunkt gibt.
Hinweis: zeigen Sie, dass S" € Syl,(G) genau dann ein Fizpunkt ist, wenn S" < Ng(S).

(f) Folgern Sie, dass [Syl,(G)| =1 (mod p).

(g) Zeigen Sie auch, dass [Syl,(G)| = [G : Ng(9)], und deshalb ist [Syl,(G)| ein Teiler von m.
Hinweis: betrachten Sie die Operation der ganzen Gruppe G auf Syl,(G) durch Konjugation.

Aufgabe 2. (5 Punkte)

(a) Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge X operiert. Fiir z € X und g € G zeigen Sie, dass
G, und G, in derselben Konjugationsklasse liegen.

Betrachten Sie die folgenden Paare (G, X) mit der gegebenen Operation von G auf X. Begriinden
Sie jeweils kurz, dass die behauptete Operation tatsdchlich eine Operation ist. Beschreiben Sie die
Bahnen und alle Stabilisatoren G, bis auf Konjugation und insbesondere die Fixpunkte X&.

(b) G = S3 und X ist der Simplex {(z,y,2) € R® | z,y,2 > Ound z + y + z = 1} mit der
Operation durch Permutation der Koordinaten,
(¢) G=S8L(n,R) und X = R", durch Multiplikation von Matrix mit Vektor,
(d) G = GL(n,R) und X = {A C R" | |A| = 2}, durch Multiplikation von Matrix mit Vektor
fiir jedes Element in A,
*(e) G =GL(n,R) und X = {A C R"™ | |A| = k} fur eine ganze Zahl k > 3, mit der Operation
wie in (d) beschrieben,
(f) G =S, und X = P({1,...,n}) = {A C {1,...,n} Teilmenge}, durch Permutation der
Elemente in {1,...,n},
*g) G=S,und X ={f: {1,...,n} = {1,...,n} Funktion}, mit der Operation definiert durch
g-fli)=f(g71()) firge G, fe X und 1 <i < n.



Aufgabe 3. (5 Punkte)

(a) Sei G eine endliche p-Gruppe. Konstruieren Sie eine endliche Normalreihe, deren Faktoren
isomorph zu Z/pZ sind. Damit folgt, dass G auflosbar ist.

Hinweis: finden Sie ein Element g € Z(Q), das nicht trivial ist. Dann ist ord(g) = pm fir
irgendeine m, also setzten Sie G1 = (g™).

(b) Sei G eine Gruppe der Ordnung |G| = p? fiir p eine Primzahl. Zeigen Sie, dass G entweder
zu Z/p?Z oder zu Z/pZ x Z/pZ isomorph ist.

(c) Geben Sie eine Normalreihe wie im Teil (a) fiir jede Gruppe der Ordnung 4 explizit an.

(d) Sei B, (Z) die Gruppe aller invertierbaren* oberen (n x n)-Dreiecksmatrizen mit Eintragen in
Z. Berechnen Sie die Kommutatoruntergruppe [By,(Z), B, (Z)], und zudem auch die abgeleit-
ete Reihe von B, (Z). Folgern Sie, dass By, (Z) auflosbar ist.

*Zur Verdeutlichung: das obige Wort “invertierbar” bedeutet, dass es eine inverse Matrix gibt, deren
Eintrage auch in Z sind.

Aufgabe 4. (3 Punkte)
Zeigen Sie:

(a) Sei R ein Ring und I < R ein Ideal. Dann ist R/I auf natiirliche Weise wieder ein Ring.
(b) Formulieren und beweisen Sie ein Analogon des Homomorphiesatzes fiir Ringe.

NB: Wenn ein Teil einer Aufgabe mit dem Symbol x versehen wird, zeigt dies, dass dieser Teil
etwas anspruchsvoller sein sollte.
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Aufgabe 1. (6 Punkte)

(a) Seien A und B zwei Gruppen und sei ¢: A — Aut(B) ein Gruppenhomomorphismus. Zeigen
Sie, dass die folgende Regel eine wohldefinierte Gruppenstruktur auf der Menge B x A ist:

(b1,a1) - (b2,a2) = (big(a1)(be),araz).

Wir nennen die auf diese Weise definierte Gruppe B x4 A.

(b) Seien s: H — G und ¢: G — H zwei Gruppenhomomorphismen, so dass die Gleichung
go s =1idy gilt. Definieren Sie einen Gruppenhomomorphismus ¢: H — Aut(ker(q)) durch
#(h)(g) = s(h).g.s(h)~1. Zeigen Sie, dass ¢ wohldefiniert ist und dass G = ker(q) x4 H.

(¢) Von Blatt 1, Aufgaben 4 und 5 folgern wir jetzt, dass

D, = Z/nZx,Z/2Z und Okt = S, x, Z/2Z

fiir geeignete : Z/2Z — Aut(Z/nZ) und v: Z/2Z — Aut(Sy). Beschreiben Sie 3 und v.

*(d) Zeigen Sie, dass es tatsichlich mehrere Homomorphismen v gibt, so dass der obige Isomor-
phismus fiir Okt gilt. Deshalb kann man nicht aus ¢1 # ¢o: A — Aut(B) folgern, dass
B x4, A und B x4, A nicht isomorph sind. Wie viele Moglichkeiten gibt es fiir ¢?

Aufgabe 2. (4 Punkte)

(a) Beschreiben Sie explizit fiir zwei beliebige Ideale I, J in R = Z die Summe I+ .J, den Schnitt
INJ und das Produkt I - J.

(b) Geben Sie ein Beispiel fiir ein Linksideal (bzw. Rechtsideal) in einem Ring an, das kein Ideal
ist.

(c) Seien R und S zwei Ringe. Dann ist R x S auf natiirliche Weise wieder ein Ring.

(d) Gelten fiir Ringe analoge Aussagen zu den Isomorphiesitzen fiir Gruppen? Begriinden Sie
ihre Antwort ausfiihrlich.

Aufgabe 3. (5 Punkte)

Sei R ein Ring, nicht notwendig kommutativ. Ein Element a € R heifit Links-Nullteiler wenn es
ein weiteres Element O # b € R gibt, so dass a - b = Ogr. Es heifit Rechts-Nullteiler wenn es
Or # b € R gibt, so dass b-a = 0g. Es heifit Einheit wenn es b € R gibt, so dassa-b=b-a = 1g.

(a) Zeigen Sie, dass R* C R durch Multiplikation eine Gruppe ist.
*(b) Geben Sie ein Beispiel fiir einen Links-Nullteiler in einem Ring an, der kein Rechts-Nullteiler
ist.

Fiir die folgende Ringe R, beschreiben Sie jeweils die Einheitengruppe R* und alle Rechts- bzw.
Links-Nullteiler.

(¢) R=7Z/nZ, (Hinweis: Aufgabe 3 von Blatt 2 kénnte nitzlich sein.)

)

) R = M,(R) der Ring aller (n x n)-Matrizen mit Eintrdgen in R,

f) R = R[z] der Polynomring in einer Variable mit Koeffizienten in R,
)



Aufgabe 4. (5 Punkte)

(a) Sei{p1,p2,ps,...} die Menge aller Primzahlen und sei A die Menge aller Folgen (n1,ns2,ns, .. .)
mit n; € Z/p;Z. Definieren Sie eine Struktur eines Rings auf A.

(b) Sei B < A die Untergruppe aller Reihen (n1,ns, ng,...) so dass n; # 0 fiir nur endlich viele
Indizes ¢. Priifen Sie zunachst, dass dies wirklich eine Untergruppe ist.

(c) Zeigen Sie, dass ord(b) endlich ist fiir jedes b € B. Man nennt B dann Torsionsgruppe.

(d) Sei G eine beliebige Torsionsgruppe. Dann definieren wir exp(G) = kgV{ord(g) | g € G}
wenn dies endlich ist und co sonst.
Sei R ein Ring so dass (R, +) eine Torsionsgruppe ist. Zeigen Sie: exp(R,+) = ord(1g).

(e) Zeigen Sie, dass exp(B) = cc.

(f) Folgern Sie, dass es keine Ringstruktur auf B gibt, mit dieser abelschen Gruppe als additive
Gruppe.

(g) Warum kann man nicht einfach die Ringstruktur von A auf B einschrinken?

NB: Wenn ein Teil einer Aufgabe mit dem Symbol x versehen wird, zeigt dies, dass dieser Teil
etwas anspruchsvoller sein sollte.
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Aufgabe 1. (5 Punkte)
Zeigen Sie:

(a) Sei R ein Integritatsbereich. Zeigen Sie, dass R[t] auch ein Integritétsbereich ist.
(b) Sei im folgenden K ein Kérper. Zeigen Sie, dass dann K[¢] ein Hauptidealring ist.
(¢c) Zeigen Sie, dass K[t1,...,t,] fir n > 2 jedoch kein Hauptidealring ist.

(d) Zeigen Sie, dass der Polynomring Z[t] ebenfalls kein Hauptidealring ist.

Aufgabe 2. (5 Punkte)
Sei Z[i] C C die Menge der Gaufischen Zahlen: Z[i| = {z + yi | 2,y € Z}.

(a) Zeigen Sie, dass Z[i] ein Unterring von C ist, und ferner, dass es ein Integritatsbereich ist.
(b) Die Betragsfunktion | |: C — R ist definiert durch |x + yi| = /22 + y2. Zeigen Sie: |zw| =
|z| |Jw]| fir z,w € C, und |z| = 0 dann und nur dann, wenn z = 0.

(c) Zeigen Sie ferner: fiir jede z € C gibt es b € Z[i], so dass |z — b| < %

(d) Sei I ein Ideal in Z[i], I # {0}. Zeigen Sie, dass die Teilmenge

{la] |a € I,a #0} CR

ein kleinstes Element 7 hat.
(e) Sei jetzt a € I, a # 0. Zeigen Sie, dass es fiir jedes g € I mit |g] = r ein Element b € Z[j]
gibt, so dass |a — bg| < 7.
(f) Folgern Sie, dass a = bg.
(g) Folgern Sie schlieflich, dass Z[i] ein Hauptidealring ist.

Aufgabe 3. (4 Punkte)

Fiir die folgenden Ringe R, beschreiben Sie alle maximalen Ideale:

(a) R= K ein Korper,

(b) R =Z/nZ,

(¢) R = K]t] fiir einen algebraisch abgeschlossenen Korper K,
*(d) R =TR[t].



Aufgabe 4. (6 Punkte)
Sei R ein kommutativer Ring und S C R eine Teilmenge, so dass 1 € Sund a,be S =a-be S.
(a) Zeigen Sie, dass die Relation ~ auf R x S,

(a,b) ~ (a’,b')  wenn  Is€S mit s-(a-b —a' -b)=0g,

eine Aquivalenzrelation ist.

Wir bezeichnen mit S:lR die Menge der Aquivalenzklassen fiir diese Aquivalenzrelation, und
schreiben [a, b] fir die Aquivalenzklasse von (a,b).

(b) Zeigen Sie, dass S~ R zu einem kommutativen Ring (S~!R, +, ) wird, mit den Operationen
[a, b]+][c, d] = [ad+be, bd] und [a, b]-[c, d] = [ac, bd]. (Zeigen Sie zuerst, dass diese Operationen
iiberhaupt wohldefiniert sind.)

(¢c) Wenn R ein Integrititsbereich ist konnen wir S = R\ {Og} nehmen (warum?). In diesem
Fall schreiben wir Quot(R) := S™1R. Zeigen Sie, dass Quot(R) ein Kérper ist.

(d) Zeigen Sie, dass die Ringe Quot(Z) und Q isomorph (als Ringe) sind.

*(e) Sei S = {p* | k > 0}, fiir eine Primzahl p. Zeigen Sie, dass die Teilmenge

{reQ|r=ap " fira,k € Zmit k >0} CQ

ein Unterring ist, und dass er isomorph als Ring zu S~'7Z ist.

( Die Fachschaft Mathematik feiert am 23.11. ihre Matheparty in der N8schicht. Der VVK findet am Mo.
20.11., Di. 21.11. und Mi. 22.11. in der Mensa Poppelsdorf statt. Alle weitere Infos auch auf
fsmath.uni-bonn.de. )

NB: Wenn ein Teil einer Aufgabe mit dem Symbol x versehen wird, zeigt dies, dass dieser Teil
etwas anspruchsvoller sein sollte.


http://fsmath.uni-bonn.de
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Aufgabe 1. (3 Punkte)

Geben Sie einen Beweis fiir das Lemma 7.16 der Vorlesung:
Lemma 7.16. Seien S ein kommutativer Ring, R C S ein Unterring und ay,...,a, € S. Dann:

(1) a1,...,a, sind algebraisch abhéangig genau dann, wenn es p(ti,...,t,) € R[t1,...,t,] ~ {0}
gibt, so dass p(aq,...,a,) =0.

(2) Diese Aussage ist dquivalent zur folgenden:
ai,...,an sind algebraisch unabhéngig <  Ist fiir ein Polynom p(t1,...,t,) € R[t1,. .., tn]
das Element p(aq,...,a,) € S null, dann muss p(t1,...,t,) = 0 sein.

Aufgabe 2. (6 Punkte)
Sei R = Z[iv/5] = {a + biv/5 | a,b € Z} C C.

(a) Zeigen Sie, dass R der von iv/5 erzeugte Unterring iiber Z in C ist.

) Mithilfe der Betragsfunktion | |: C — R (c¢f. Blatt 5 Aufgabe 2) zeigen Sie, dass R* = {£1}.
(c) Zeigen Sie, dass die Elemente 2,3,1 4+ iv5,1 —iv/5 € R irreduzibel sind.
) Folgern Sie, dass R kein faktorieller Ring ist.

) Deshalb ist R auch kein Hauptidealring. Geben Sie mit Begriindung ein Ideal in R an, das
kein Hauptideal ist.
Hinweis: benutzen Sie dafiir wieder die Betragsfunktion.

Aufgabe 3. (6 Punkte)

(a) Seien nq,ng,...,n; € N paarweise teilerfremd — das heifit, es gibt keine Primzahl p mit
p | n; und p | n; fiir zwei verschiedene 4, j — und sei N = nins - --ny. Zeigen Sie, dass

Z/NZ = Z)nZ x Z/noZ % -+ x L/n, 7 (1)

als Ringe.

(b) Zeigen Sie, dass (1) nicht wahr ist, sogar nicht einmal als Gruppen, wenn nq, ng,...,ng € N
nicht paarweise teilerfremd sind.
Hinweis: was ist die grifste Ordnung eines Elements der rechten Seite?

(c¢) Finden Sie alle z € Z, so dass x =4 (mod 7) und x = 7 (mod 12).
Hinweis: finden Sie zuerst eine Losung, dann benutzen Sie den Isomorphismus (1), um alle
anderen zu finden. Um die erste Losung zu finden, kénnten Sie z.B. zuerst ganze Zahlen a,b
finden, so dass Ta + 12b = 1.

(d) Finden Sie alle z € Z, so dass x =4 (mod 6), x = 33 (mod 35) und z = 10 (mod 11).

(e) Finden Sie alle z € Z, so dass x = p — 2 (mod p) fur alle Primzahlen p < 100.



Aufgabe 4. (5 Punkte)

Sei (X, <) eine partiell geordnete Menge. Man sagt, dass eine aufsteigende Kette z¢p < 1 < ---
in X stationdr wird, wenn ein ng € N existiert mit x,, = z,, fir alle m > nq.

Sei jetzt R ein Integritéitsbereich und HI(R) die partiell geordnete Menge aller Hauptideale von R.
Zeigen Sie:

(a) Wenn R ein faktorieller Ring ist, dann gilt:
(i) Jedes irreduzible Element von R ist prim.
(ii) Jede aufsteigende Kette in HI(R) wird stationér.
(b) Wenn (i) und (ii) fiir R gelten, dann ist R ein faktorieller Ring.

Zur Information. Nach der Vorlesung gilt
{euklidische Ringe} C {Hauptidealringe} C {faktorielle Ringe}.

Allerdings sind die beiden Inklusionen jeweils echt. Fiir die zweite Inklusion werden wir in der Vor-
lesung sehen, dass Z[t] und C[ty, t2] faktorielle Ringe sind, aber nach Aufgabe 1 von Ubungsblatt 5
wissen wir, dass sie keine Hauptidealringe sind. Fiir die erste Inklusion gilt das Folgende.

Sei d € Z eine quadratfreie ganze Zahl und definiere Oy = Z[v/d] wenn d = 2 oder 3 (mod 4) und
O4 = Z[3(1 + Vd)] wenn d = 1 (mod 4), wobei fiir z € C bedeutet Z[2] den von z erzeugten
Unterring iiber Z in C, anders gesagt: Z[z] = {a+bz | a,b € Z}. Wenn d positiv ist, bezeichnet v/d
die positive Wurzel, wie iiblich, und wenn d negativ ist, definieren wir v/d = iv/—d. Zum Beispiel
ist O_1 = Z[i] der Ring der Gaufischen Zahlen. Wir haben in Aufgabe 2 oben gesehen, dass O_j
kein faktorieller Ring ist. Andererseits haben wir in Aufgabe 2 auf Ubungsblatt 5 gezeigt, dass
O_; ein Hauptidealring, und deshalb insbesondere ein faktorieller Ring, ist. Es gibt tatsdchlich
nur endlich viele negative d, so dass Oy ein faktorieller Ring ist, ndmlich:

d e {~163,—67,—-43,-19, 11, -7, -3, -2, —1}.

Fiir positive d kennt man die entsprechende Liste noch nicht, und nicht einmal ob die Liste endlich
ist. Fiir alle Ringe der Form Oy gilt die Aquivalenz: Hauptidealring < faktorieller Ring (was im
allgemeinen bestimmt nicht gilt, wie oben schon bemerkt), also die Frage, wann Oy ein Hauptide-
alring ist, hat dieselbe (unvollstindige) Losung. Es gibt aber eine komplette Losung zur Frage,
wann Oy ein euklidischer Ring ist. Dies gilt ndmlich genau dann, wenn:

de{-11,-7,-3,-2,-1,2,3,5,6,7,11,13,17,19, 21,29, 33,37, 41,57, 73}.

Also insbesondere ist O_19 = Z[%(l + i\/19)] ein Hauptidealring, der kein euklidischer Ring ist.
Dazu vergleiche man die Abschnitte 14.7-9 und die zugehorigen “Notes” in:
G. H. Hardy, E. M. Wright, An Introduction to the Theory of Numbers, fifth ed., 1979 (OUP).

NB: Wenn ein Teil einer Aufgabe mit dem Symbol x versehen wird, zeigt dies, dass dieser Teil
etwas anspruchsvoller sein sollte.
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Aufgabe 1. (6 Punkte =1+1+1+1+2)

Entscheiden Sie, ob die folgenden Polynome, jeweils liber den gegebenen Ringen, irreduzibel sind
oder nicht.

(a) t*+6t> —12 in Z[t],

(b) t7+3t* +6t2—12 in Q[t],
(c) t7+3t* +6t2—12 in R[],
(d) t*+4 in Z[t].

(e) Erinnern Sie sich, dass A = Z[\/=5] ein Unterring von C ist, und ist deshalb ein Integritéitsbereich
(weil C ein ist). Deshalb existiert der Quotientenkérper Quot(A). Zeigen Sie, dass das Polynom
3t2 + 4t + 3 in A[t] irreduzibel ist (dafiir miissen Sie zeigen, dass es keine Losung in A fiir die
Gleichung 3t? + 4t + 3 = 0 geben kann), aber in Quot(A)[t] reduzibel ist. Warum ist diese Aussage
kein Widerspruch zum Satz von Gauf3?

Aufgabe 2. (4 Punkte =1+ 3)
Seien A ein Ring und S eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge von A. Zeigen Sie:

(a) Wenn A ein Integrititsbereich ist, dann ist S~*A auch ein Integritétsbereich.
(b) Wenn A ein Hauptidealring ist und 0 ¢ S, dann ist S~*A auch ein Hauptidealring.

Aufgabe 3. (10 Punkte =1+2+1+2+2+2)
Fiir eine positive ganze Zahl n, sei W,, C C die Menge aller complexen Zahlen z, so dass 2™ = 1.

(a) Beschreiben Sie explizit alle Elemente von Wa, W5 und Wy als a + ib mit a,b € R. (Dabei
sollte die Beschreibung wirklich explizit sein und keine allgemeine Formel.)

(b) Zeigen Sie, dass W,, durch Multiplikation eine Gruppe isomorph zu Z/nZ ist, und dass die
Vereinigung | J,,cy Wn durch Multiplikation eine Gruppe isomorph zu Q/Z ist.

(c¢) Berechnen Sie die Kreisteilungspolynomen ®4(t), ®o(t), ..., Ps(t).

(d) Sei n € N und p eine Primzahl, so dass p | n. Zeigen Sie, dass ®,,(t) = ®,(t?). Berechnen
Sie damit @, (t) fiir jede Primzahl p und k € N.

(e) Seien f,g € Z[t] zwei Polynome, wobei f normiert ist. Zeigen Sie, dass es ¢,r € Z[t] gibt,
mit g = ¢f + r und entweder r = 0 oder Grad(r) < Grad(f).

(f) Zeigen Sie, dass ®4(t) € Z[t] und normiert ist fiir alle d € N.
Verwenden Sie Induktion nach d. Schreiben Sie t* — 1 = f®4(t), mit f € Z[t] und normiert
nach Induktionsvoraussetzung, und teilen Sie dann t* — 1 durch f unter Verwendung vom
Teil (e).
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Aufgabe 1. (5 Punkte =2+3-1)
Fiir ein Integritatsbereich K sei K (t) = Quot(K|[t]).
(a) Mithilfe der universellen Eigenschaft der Lokalisierung, konstruieren Sie eine injektive Ab-

bildung R(t) — C(t). Zeigen Sie, dass ihr Bild K C C(t) der kleinste Unterkorper von C(t)
ist, der R C C(t) und ¢ € C(¢) enthalt.

Zeigen Sie, dass die folgende Polynome iiber den gegebenen Ringen irreduzibel sind. Benutzen Sie
dafiir entweder das Kriterium von Eisenstein oder das Reduktionskriterium (siehe unten) fiir ein
Primideal (p) C Z.

(b) 2 +at>+ (T—a)t+1 in Z[t], wobei a € Z,
(c) 3+ 3bt2 +8t+1 in Z[t], wobei b € Z,
(d) t5+43 —t+it+3+31 in Z[i][t].

Aufgabe 2. (5 Punkte =2 +1+2)

(a) Seien LK und M J/L zwei Korpererweiterungen, so dass [M /K| = [LJ K] < oo. Zeigen Sie,
dass M = L.

(b) Sei L)/ K eine Korpererweiterung mit [L/ K] = p eine Primzahl und sei a € L \ K. Zeigen
Sie, dass K(a) = L.

(¢) Seien K ein Korper und A ein Integritatsbereich mit K C A, so dass jedes Element a € A
algebraisch abhéngig iber K ist. Zeigen Sie, dass A ein Korper ist.

Aufgabe 3. (7 Punkte =5-1+2)

Sei L K eine Korpererweiterung. Bestimmen Sie in den folgenden Beispielen das Minimalpolynom
des Elements a € L iiber K.

(a) a=ie L=Cund K =Q,

(b) a=3(1+V5)eL=Rund K =Q,

(c) a=e™/3 €L =Cund K = Q,

(d) a = e2mi/p? € L =C und K = Q, wobei p eine Primzahl ist,
() a=+v11€L=Cund K =R.

(f) Bestimmen Sie alle Zwischenkérper Q ¢ K C Q(¥/17).
Hinweis: fiir die Teile (c) und (d) wire Aufgabe 3 von Ubungsblatt 7 niitzlich.

Aufgabe 4. (3 Punkte =2+1)

Seien K ein Korper und P C K der Primkorper von K. Sei ¢ ein Automorphismus von K, das
heiBt, eine Bijektion ¢: K — K mit ¢(0) = 0, ¢(1) = 1, ¢(a+b) = ¢(a)+¢(b) und ¢(ab) = ¢(a)p(b)
fiir je zwei Elemente a,b € K. Zeigen Sie:

(a) Fiir jedes Element a € P ist ¢(a) = a. (Betrachten Sie zuerst das Beispiel P=Q c C=K.)
(b) Deshalb ist ¢ ein P-Automorphismus, d.h. ein Automorphismus des P-Vektorraums K.

Das Reduktionskriterium fiir ein Primideal (p) C Z. Sei p eine Primzahl. Dann ist (p) ein
Primideal im faktoriellen Ring Z. Wir schreiben can: Z — Z/(p) fiir den kanonischen Ringhomo-
morphismus. Sei f = ag + a1t + - -+ + a,t" € Z[t] ein Polynom mit can(a,) # 0, d.h. p{ a,,. Wenn
can(ag) + can(ay )t + - - -+ can(an, )t"™ € Z/(p)[t] irreduzibel ist, dann ist f tiber Q irreduzibel. (Und
wenn f auflerdem primitiv ist, ist f auch iiber Z irreduzibel.)
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Aufgabe 1. (5 Punkte =5-1)
Wahr oder falsch? Begriinden Sie Thre Antwort. Sei M /L und L/ K Koérpererweiterungen.

(a) Wenn M JK algebraisch ist, dann sind auch M /L und L/ K algebraisch.

(b) Wenn M /L und L/ K beide endlich sind, dann ist auch M /K endlich.

(c) Sei LR eine algebraische Korpererweiterung mit L algebraisch abgeschlossen. Dann gilt
[L:R] = 2.

(d) Es gibt keine Zwischenkérper Q C K C Q(e?7/5) auBer Q und Q(e?71/9).
Hinweis: die reelle Zahl e*™/° + e=27/5 jst eine Wurzel des Polynoms t* +t — 1.

(e) Es gibt keine Zwischenkorper Q C K C Q({/q) auer Q und Q({/q), wobei p, ¢ Primzahlen
sind.

Aufgabe 2. (6 Punkte =2+2+1+1)

Fiir eine Menge I betrachten wir die Menge NU) aller Familien (a;)ier mit a; € N fir alle i € T
und mit a; = 0 fiir alle i € I auBer einer endlichen Teilmenge. Es gibt auf N() eine Addition,
die komponentenweise definiert ist, mit neutralem Element die Familie 0 = (a;);e; mit a; = 0 fiir
alle 4 € I. Fiir einen kommutativen Ring R definieren wir jetzt R[(t;):cs] gleich der Menge aller
Abbildungen f: NU) — R mit f(a) = O fiir alle a € N) auler einer endlichen Teilmenge. Die
Addition ist komponentenweise definiert, (f+g¢)(a) = f(a)+g(a), und die Multiplikation ist durch
(f -~ 9)(a) = 3 f(b)g(c) definiert, wobei wir iiber alle Paare (b,c) € NJ x NI mit a = b+ ¢

summieren.

Fiir j € I definieren wir das Element t; € R[(t;)ic1] als f, wobei f(a) = 1g wenn a = (a;)ier mit
a; =1 und a; = 0 fir ¢ # j und f(a) = Op sonst. Es gibt einen injektiven Ringhomomorphismus
R — R|(t;)ic1], definiert durch 7 + f,, wobei f,(a) = O fiir alle @ € NU) mit a # 0 und f,.(0) = r.
Deshalb kénnen wir R als Unterring von R[(t;);er] betrachten.

(a) Priifen Sie nach, dass dies ein kommutativer Ring bildet.

(b) Zeigen Sie die universelle Eigenschaft: Sei S ein kommutativer Ring, ¢: R — S ein Ringho-
momorphismus und s = (s;);cs eine Familie mit s; € S fiir alle ¢ € I. Dann gibt es genau
einen Ringhomomorphismus ev: R[(t;)icr] — S mit ev|g = ¢ und ev(t;) = s; fiir jedes j € I.

(c) Sei I endlich mit |I| = n. Zeigen Sie, dass R[(t;):cs] als Ring zu R[ty,...,t,] isomorph ist.

(d) Sei jetzt LJK eine Korpererweiterung, J eine Menge, fi,..., f, € J paarweise verschiedene
Elemente und aq,...,a, € L Elemente. Dann gibt es genau einen Ringhomomorphismus
ev: K[(Xf)res] = L[(Xf)ses] mit ev(A) = A fir A € K, ev(Xy,) = a; firi € {1,...,n} und
eV(Xf) = Xf fir feJ~ {fl,...,fn}.

Aufgabe 3. (9 Punkte =2+2+2+3)
Sei M JK eine Korpererweiterung und L, Lo zwei Zwischenkérper, d.h. M JL; und L; K fir
1t = 1,2. Das Kompositum L; - Ly ist der kleinste Unterkorper von M, der die Teilmenge L1 U Lo
enthélt. Zeigen Sie:

(a) L1 . L2 = Ll(Lg) = L2(L1)

(b) Wenn L; /K und Ly /K beide algebraisch sind, dann ist auch L; - Ly J/ K algebraisch.

(¢) Wenn L /K und Ls /K beide endlich sind, dann ist

[[Ll'LQ:K]] < [[LlKH[[LQK]]

Wenn [L; : K] und [Ls : K] teilerfremd sind, dann gilt oben die Gleichheit.
(d) Benutzen Sie dies, um zu zeigen, dass [Q(a,b) : Q] = n, wobei:
(i) a=€?>m/5 b= /2 und n = 12,
(ii) a = e™/3 b= +/2und n =8.
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Aufgabe 1. (6 Punkte =6-1)
Wahr oder falsch? Begriinden Sie Ihre Antwort.

(a) Seien K; und K Korper. Dann ist K; x Ky mit der komponentenweise Addition und
Multiplikation wieder ein Korper.

(b) Ein Ringhomomorphismus f: R — K ist immer surjektiv wenn K ein Korper ist.

(c) Seien LJK und K JQ endliche Kérpererweiterungen, wobei L algebraisch abgeschlossen ist,
und ¢: K — K ein Ringisomorphismus. Dann gibt es einen Ringisomorphismus ¢: L — L
mit Y[k = .

(d) Wenn K //Q eine endliche Kérpererweiterung ist, ist jeder Ringhomomorphismus K — K ein
Isomorphismus.

(e) Es existiert ein Korper K mit K C K; € Ko, so dass K; und K algebraische Abschliisse
von K sind.

(f) Es gibt eine einzige abelsche Gruppe der Ordnung 462 und genau zwei der Ordnung 780.

Aufgabe 2. (6 Punkte =2+3+1)

Sei LK und L' J K’ algebraische Korpererweiterungen, a € L und f: K — K’ ein Ringhomomor-
phismus. Wir schreiben f,: K[t] — K'[t] fiir den induzierten Ringhomomorphismus der Polynom-
ringe (durch Anwenden von f auf die Koeffizienten wie in der Vorlesung) und p(t) = m,(t) € K|[t]
fiir das Minimalpolynom des Elements a iiber K.

(a) Gegebena' € L' mit f.(p(t))(a’) = 0, konstruieren Sie einen Ringhomomorphismus ¢: K(a) —
L’ mit p(a) =a' und ¢|x = f.

(b) Zeigen Sie, dass ¢ — ¢(a) eine Bijektion bildet zwischen der Menge aller Ringhomomorphis-
men ¢: K(a) = L' mit p|x = f und der Menge aller Nullstellen von f,(p(¢)) in L'.

(c) Zeigen Sie: Jeder Ringhomomorphismus ¢: K(a) — L’ mit p|x = f induziert einen Isomor-
phismus von Korpern zwischen K (a) und f(K)(¢(a)).

Aufgabe 3. (8 Punkte =2+2+1+2+1)

Sei ¢ ein Automorphismus des Korpers R. Wir wissen von der Aufgabe 4(a) auf Ubungsblatt 8,
dass die Einschréankung von ¢ auf Q die Identitat ist, also ¢ € Aut(R/Q).

(a) Zeigen Sie: Wenn z < y fiir z,y € R, dann ist ¢(x) < ¢(y).
Hinweis: eine reelle Zahl x ist genau dann positiv, wenn esy € R gibt, mit y # 0 und x = y>.
(b) Folgern Sie, dass ¢ die Identitét sein muss.

Sei jetzt a = {/p € R, wobei n eine positive ganze Zahl und p eine Primzahl ist, und sei ¢ ein
Automorphismus des Kérpers Q(a) C R, also ¢ € Aut(Q(a)/Q).

(c) Zeigen Sie, dass ¢(a)™ = p.

(d) Folgern Sie, dass der Korper Q(a) genau einen Automorphismus bzw. zwei Automorphismen
besitzt, das heifit, Aut(Q(a)/Q) zur trivialen Gruppe bzw. zu Z/27Z isomorph ist, wenn n
ungerade bzw. gerade ist.

(e) Zeigen Sie, dass Aut(Q(i)/Q) = Z/2Z (Isomorphismus von Gruppen) und beschreiben Sie
explizit das nicht-triviale Element.
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Sie konnen sich aus den sieben Aufgaben vier aussuchen (Aufgabe 5 ist aber eine Voraussetzung
fiir Aufgabe 6) und diese bearbeiten. Sie bekommen dann eine Punktzahl von zwanzig, wie iiblich.
Wenn Sie mehr als vier Aufgaben bearbeiten, und Sie a; Punkte fiir Aufgabe ¢ bekommen haben,
ist Thre Punktzahl max{a, ) + ay(2) + to(3) + ao) | 0 € &7}

Aufgabe 1. (5 Punkte =5-1)
Wahr oder falsch? Begriinden Sie Thre Antwort.
(a) Seien Q(v/2) = LJK = Q(v/2) und f: K — K ein Ringisomorphismus. Dann gibt es einen
Ringisomorphismus f: L — L, so dass f|x = f.
(b) Das Polynom t* — 4¢3 + 8t? — 8t + 4 € R[¢] ist irreduzibel.
(c) Fiir eine endliche Teilmenge S eines Korpers K gibt es ein Polynom f(t) € K[t] mit keinen
Nullstellen in S. -
(d) Der algebraische Abschluss F,, von F,,, wobei n = p” fiir eine Primzahl p, ist unendlich.
(e) Ein endlicher Integritétsbereich ist ein Korper.

Aufgabe 2. (5 Punkte =2+2+1)
Seien K J/Q eine algebraische Korpererweiterung und f: K — K ein Ringhomomorphismus.

(a) Seiena € K und S, C K die Menge aller Nullstellen in K des Minimalpolynoms m,(t) € Q[t].
Zeigen Sie, dass f(S,) C S,.

(b) Folgern Sie, dass wir tatsichlich f(S,) = S, haben.

(c¢) Folgern Sie schliefllich, dass f ein Ringisomorphismus ist.

Aufgabe 3. (5 Punkte =1+1+1+2)

Seien R ein kommutativer Ring, und f(t) = ant™ + - -+ + a1t + ap € R[t] ein Polynom. Die formale
Ableitung von f(t) ist f'(t) =n-at" P+ (n—1)-ap_1t"" 2+ +2-ast +a;.

Seien jetzt v, s € R und f(t),g(t) € R[t]. Zeigen Sie:

(a) (r f+5-9)(t) =7 (1) +5 - g'(H)
(b) (f9)(6) = £'(t) - 9(8) + F(8)- (1),
(c) Sei f(t) =t +agt®+---+ag € Fy[t] ein irreduzibles Polynom und sei K ein Zerfillungskérper
von f(t) iiber Fg. Zeigen Sie, dass (mindestens) eine von den folgenden Aussagen wahr ist:
(1) f(t) hat genau 9 Nullstellen in K; (2) f'(¢) hat genau 9 Nullstellen in Fy.
(d) Finden Sie doppelte Nullstellen fiir die folgenden Polynomen in Fylt].
(1) 5+ —t2 -3 -2+t
(ii) 2 +t0+t* 4+ 263 + ¢

Aufgabe 4. (5 Punkte =2+2+1)
Seien K ein endlicher Korper und a,b € K* = K ~ {0}.

(a) Wie viele Elemente z € K* gibt es, so dass z = az? fiir z € K?
(b) Zeigen Sie, dass es z,y € K mit 1+ ax? + by? = 0 gibt.
(c) Wenn |K| gerade ist, gilt sogar, dass es € K mit 1 + ax? = 0 gibt.



Aufgabe 5. (5 Punkte =3+ 2)

(a) Seien G eine abelsche Gruppe der Ordnung p™ und g € G ein Element der maximalen
Ordnung, d.h. fiir jedes Element h € G gilt |h| < |g|. Vorausgesetzt, dass G nicht gleich (g)
ist, finden Sie eine Untergruppe H < G der Ordnung p mit H N (g) = {0}.

(b) Sei G eine abelsche Gruppe der Ordnung p™. Zeigen Sie, dass G zu einem direkten Produkt
von mehreren zyklischen Gruppen isomorph ist.
Hinweis: benutzen Sie Induktion nach n und die kanonische Abbildung can: G — G/H.

Aufgabe 6. (5 Punkte =1+2+2)

(a) Mithilfe der Aufgabe 5 und einer Aussage aus der Vorlesung, folgern Sie:
Satz. Jede endliche abelsche Gruppe ist zu einem direkten Produkt von zyklischen Gruppen
isomorph.

(b) Seien pi,pa,...,pn beliebige Primzahlen und N = pyps---p,. Zeigen Sie, dass es bis auf
Isomorphie héchstens n™ endliche abelsche Gruppen der Ordnung N gibt.

(c¢) Sei G eine Gruppe der Ordnung 48 mit genau 12 Elemente der Ordnung 4. Bestimmen Sie
G bis auf Isomorphie.

Aufgabe 7. (5 Punkte =2+2+1)

Seien p eine Primzahl und K; = F,,. Fiir n > 1 wahlen wir jetzt rekursiv eine Korpererweiterung
Kyi1 /Ky, mit p™+D' Elementen, also K,, 2 F . fiir jedes n. Wir setzen Fpee = (J02 | K.

(a) Definieren Sie eine Addition und eine Multiplikation auf Fpe, die mit den Operationen auf
jeden Unterkorper K, iibereinstimmen, und zeigen Sie, dass Fp~ auf diese Weise zu einem
Korper wird.

(b) Zeigen Sie, dass F, algebraisch abgeschlossen ist.

(c) Zeigen Sie, dass die Kérpererweiterung F,e /F, algebraisch ist.
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Aufgabe 1. (4 Punkte =2+ 2)

(a) Zeigen Sie, dass Q(/p)/Q eine normale Korpererweiterung ist, wobei p eine Primzahl ist.
(b) Zeigen Sie, dass Q({/p)/Q keine normale Korpererweiterung ist, wenn n > 3 (und p wieder
eine Primzahl).

Aufgabe 2. (7 Punkte =5+ 1+1)

Seien K ein algebraischer Abschluss von K und K C L C K ein Zwischenkorper. Zeigen Sie, dass
die folgenden Eigenschaften dquivalent sind:

(i) LJK ist eine normale Korpererweiterung.
(ii) L ist ein Zerfillungskorper einer Teilmenge S C K[t] \ K iiber K.
(iii) Jeder K-Koérperhomomorphismus L — K hat Bild gleich L.

Seien jetzt M /L und L/ K zwei Korpererweiterungen, so dass M /K normal ist.

(a) Zeigen Sie, dass ML auch normal ist.
(b) Geben Sie ein Beispiel fiir diese Situation an, in dem L/ K nicht normal ist.

Aufgabe 3. (5 Punkte =3+ 2)

(a) Seien L ein endlicher Korper und LK eine Korpererweiterung. Zeigen Sie, dass sie normal
und separabel ist.

(b) Seien K ein Kérper der Charakteristik p > 0, a € K und f(t) =t?P —t—a € K]Jt]. Seien LJK
eine Korpererweiterung und b € L eine Nullstelle von f(¢). Zeigen Sie, dass f(¢) iiber L in
Linearfaktoren zerféllt, und beschreiben Sie diesen Zerfall explizit, indem Sie alle Nullstellen
von f(t) in L angeben.

Aufgabe 4. (4 Punkte)

Seien M /K eine algebraische Kérpererweiterung und K C L C M ein Zwischenkérper. Seien auch
K und L algebraische Abschliisse von K bzw. L mit K C L. Konstruieren Sie eine Bijektion

Hompg (L, K) x Homp (M, L) — Homg (M, K)
und folgern Sie, dass der Separabilitdtsgrad multiplikativ ist:

[M: Llsep - [L: Klsep = [M : Ksep-
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Aufgabe 1. (6 Punkte =1+2+2+1)
Seien f(t) =t —3t —1 € Q[t] und L/Q ein Zerfillungskorper von f(t) iiber Q. Zeigen Sie:

(a) f(¢) ist irreduzibel iiber Q und hat keine mehrfache Nullstellen in L.

(b) Es gibt einen injektiven Gruppenhomomorphismus ¢: Gal(L/Q) — Ss, dessen Bild entweder
Az oder Sj ist.

(c) Wenn a eine Nullstelle von f(t) in L ist, dann sind a? — a — 2 und 2 — a? die beiden anderen.
Folgern Sie, dass ¢ nicht surjektiv ist, und deshalb, dass Gal(L/Q) isomorph zu Aj ist.

(d) Wie viele Zwischenkorper Q C K C L gibt es?

Aufgabe 2. (7 Punkte =4 + 3)

In den folgenden Beispielen, zeigen Sie, dass L//Q eine Galoiserweiterung ist und bestimmen Sie
die Galoisgruppe Gal(L/Q) und alle Zwischenkorper Q C K C L.

(b) L= Q 627”/5).
Hinweis zu (a): vergleichen Sie L mit dem Kérper Q(v/2,/3).
): schauen Sie sich den Hinweis zu Aufgabe 1(d) auf Blatt 9 an.

Hinweis zu (b

Aufgabe 3. (3 Punkte)

Seien L/ K eine endliche Korpererweiterung und M /K eine beliebige Korpererweiterung. Zeigen
Sie, dass
|[Homg (L, M)| < [L : K],

wobei Homg (L, M) = {¢: L — M | ¢ ist ein K-Homomorphismus von Kérpern}. Hinweis: betra-
chten Sie zunéchst den Fall L = K(a).

Aufgabe 4. (4 Punkte =4-1)
Wahr oder falsch? Begriinden Sie Ihre Antwort.

(a) Sei MK eine separable Korpererweiterung und sei K C L C M ein Zwischenkorper. Dann
sind beide Erweiterungen M /L und L/ K auch separabel.

(b) Die Korpererweiterung Q(m,1)/Q(w) ist Galois.

(¢c) Wenn L/ K eine endliche Galoiserweiterung ist, dann gibt es genau [L : K] Zwischenkorper.

(d) Sei LJK eine endliche Galoiserweiterung mit keinen Zwischenkorpern aufier K und L. Dann
muss [L : K] eine Primzahl sein.
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[Keine Abgabe — nur zum Spafl und zur Vorbereitung auf die Klausur]

Klausur:

e Mittwoch, den 14.02.2018 von 9:00 (s.t.!) bis 11:00.

e Einsicht: Freitag, den 16.02.2018, Nachmittag (Zeit wird noch bekannt gegeben)

e Weitere Informationen zur Klausur auf der Webseite:
www.math.uni-bonn.de/people/palmer/A1.html

Aufgabe 1. (4 Punkte =2+ 2)

Seien @ = ¥/2 und b = €27/3,
Von der Vorlesung wissen wir, dass Q(a,b) ein Zerfillungskorper von ¢ — 2 iiber Q ist, und
auBerdem, dass G = Gal(Q(a,b) /Q) = S5 durch die Wirkung von G auf der Menge {a, ab, ab?}.

(a) Zeigen Sie, dass a, ab und ab® paarweise algebraisch unabhingig sind.
(b) Beschreiben Sie explizit die Galoiskorrepondenz fiir die Galoiserweiterung Q(a, b) /Q.

Aufgabe 2. (11 Punkte =2+ 1+1+2+5)
Seien f(t) =t* — 2 € Q[t] und L/ Q ein Zerfillungskorper von f(t) iiber Q.

(a) Zeigen Sie, dass L = Q(a, 1), wobei a = v/2, und [L : Q] = 8.

(b) Konstruieren Sie einen injektiven Gruppenhomomorphismus ¢: G = Gal(L/Q) < S4.

(c) Zeigen Sie, dass die Untergruppen ¢(G) und D4 von Sy zueinander konjugiert sind.
Deshalb gibt es einen Isomorphismus G = Dy.

(d) Zeigen Sie jetzt, dass es Elemente ¢, 1) € G mit p(a) = ia, (i) =1, () = @ und (i) = —i
gibt und beschreiben Sie damit explizit einen Isomorphismus G = Dy.

(e) Beschreiben Sie explizit die Galoiskorrespondenz fiir die Galoiserweiterung L/ Q.

Aufgabe 3. (15 Punkte =3+ 1+3+2+3+1+2)
(a) Bestimmen Sie die irreduziblen Faktoren des Polynoms t* + 1 € F,[t] fiir p = 2, 3, 5.

In dieser Aufgabe werden wir unter anderem zeigen, dass t*+1 reduzibel iiber [, fiir alle Primzahlen
p ist.

Sei n eine positive ganze Zahl und sei ®,(¢t) € Z[t] das n-te Kreisteilungspolynom, dessen Grad
gleich p(n) ist. Sei auch K ein Korper und r: Z — K der eindeutige Ringhomomorphismus. Wir
schreiben ®@,,(t) = 3, a;t* und definieren ®,,(t) = 3, 7(a;)t’ € K[t]. Sei L ein Zerfillungskorper
von ®,,(t) iiber K.

Wir nehmen an, dass n # 0 € K, d.h., entweder char(K) = 0 oder char(K) =p > 0 und p 1 n.

Zeigen Sie:

(b) ®,(t) hat keine mehrfache Nullstellen in L.

(¢) Wenn a eine Nullstelle von ®,,(¢) in L ist, dann ist o = 1 und o™ # 1 fiir alle 0 < m < n.
Hinweis: angenommen fir einen Widerspruch, dass o™ =1 fiir m | n und m # n. Zeigen
Sie, dass o dann eine mehrfache Nullstelle von t™ — 1 sein muss, was nicht existieren kann.

(d) Sei M ein Zerfallungskorper von ¢ — 1 iiber L (was deshalb auch ein Zerféllungskérper von
t"™ — 1 iber K ist). Zeigen Sie, dass M = L = K(«a). Folgern Sie, dass jeder irreduzible
Faktor von ®,,(t) € K[t] den Grad [L : K] hat.
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Seien jetzt K =F, und d = [L : F,]. Sei e die Ordnung des Elements [p] in der Gruppe (Z/nZ)*.

(e)
(f)
(2)

Zeigen Sie, dass d = e.

Hinweis: L™ ist eine zyklische Gruppe.

Deshalb hat ®,,(t) genau ¢(n)/e irreduzible Faktoren iiber F,,. Insbesondere ist dieses Poly-
nom irreduzibel iiber F, genau dann, wenn [p] ein Erzeuger der Gruppe (Z/nZ)* ist.
Zeigen Sie, dass $g(t) = t* 4+ 1 und 5(t) = t* — 2 + 1 reduzibel iiber F,, fiir alle Primzahlen
p sind.

Aufgabe 4. (14 Punkte =14-1) — Wiederholung —
Wahr oder falsch? Begriinden Sie Thre Antwort.

(a)
(b)

Die Gruppe (Q, +) ist endlich erzeugt.

Wenn G und H zwei Gruppen sind, gibt es auf der Menge G x H genau eine Struktur einer
Gruppe, so dass g — (9,1g): G — G x Hund h — (1g,h): H — G x H Gruppenhomomor-
phismen sind.

Seien m,n positive natiirliche Zahlen. Dann ist das Element m = m + nZ € Z/nZ genau
dann ein Erzeuger der Gruppe, wenn m und n teilerfremd sind.

Sei G eine Gruppe mit |G| = 54. Es gibt genau zwei Gruppenhomomorphismen G — Z/27Z.
Es gibt eine offensichtliche Operation von S,, auf der Menge aller Teilmengen von {1,...,n}.
Wenn n > 2 hat diese Operation genau einen Fixpunkt.

Clt1, ..., ts) ist ein Hauptidealring fiir jede Zahl n > 1.

Die Einheitengruppe Z[iv/5]* hat die Ordnung 2.

Das Polynom 5 — 10t + 20 € Z][t] ist irreduzibel.

Die Untergruppe {z € C | z™ =1 fiir eine ganze Zahl n} < C* ist isomorph zur Quotienten-
gruppe Q/Z.

[Q(V2,¢™/1) : Q] = 12.

Sei LK eine endliche Korpererweiterung. Dann kann jeder Korperautomorphismus von K
auf L erweitert werden.

Jede endliche Korpererweiterung ist separabel.

Sei L//Q eine algebraische Korpererweiterung. Dann gibt es eine weitere Korpererweiterung
M//L, so dass M /Q und ML Galois sind.

Sei K ein endlicher Korper mit |K| = 2”. Dann hat jedes Element z € K eine Quadratwurzel,

d.h., es gibt y € K, so dass = = y2.



